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Resumo

Na equacao de adveccao-difusao-reacao podem ocorrer fenomenos de
propagacgao de frente de concentracao do fluido, gerando regides de fortes
gradientes de concentracao em vérias partes do dominio. Este fenomeno
produz dificuldades numéricas que podem resultar em perda de exatidao
da solugao. O método de elementos finitos de Galerkin classico nao é
adequado para resolver este tipo de problema, apresentando solucoes nao
fisicas conhecidas como instabilidades numéricas [7]. Solugoes estaveis de
problemas predominantemente advectivos podem ser obtidas via métodos
estabilizados ou métodos multiescalas, tais como SUPG (Streamline Upwind
Petrov Galerkin) [3], GLS (Galerkin/Least Square) [11], RFB (Residual-Free
Bubble) 2], VMS (Variational Multiscale) [12] e SGS (Subgrid Stabilization)
[10].

Apesar de grande parte dos métodos de elementos finitos estabilizados
ou multiescalas mencionados conduzirem as solugoes numéricas globalmente
estaveis, eles nao evitam a possibilidade de ocorrer oscilacoes localizadas
nas vizinhancgas de altos gradientes [16]. Neste caso, para a obtengao de uma
solucao numérica livre de oscilacoes localizadas, pode-se recorrer aos métodos
de captura de descontinuidades, como por exemplo, o método Consistent
Approzimate Upwind (CAU) [8]. Vale ressaltar que a estabilidade e precisao
das solugoes obtidas por essas metodologias dependem do projeto adequado
dos parametros de estabilizacao [16].

Recentemente, o método de estabilizacao submalha Difusao Dinamica
(DD) foi introduzido em [1] para a equacao de transporte advectivo-difusivo-
reativo estacionario. Esta metodologia, baseada no método Nonlinear
Subgrid Stabilization (NSGS) [17, 16], consiste em uma decomposi¢ao
multiescala do espaco de aproximacao e do campo de velocidades em
escalas resolvidas e nao-resolvidas. Um operador dissipativo nao-linear
agindo isotropicamente em todas as escalas da discretizacao é adicionado
a formulacgao classica de Galerkin. A quantidade de difusao artificial
¢ determinada pela solucao da equagao na escala resolvida a nivel de
elemento, conduzindo a um método auto-adaptativo e livre de parametros
de estabilizacao.

Neste relatorio técnico o método de estabilizacao submalha Difusao
Dinamica ¢ estendido para problemas transientes de advecgao-difusao-
reagao, usando o cendrio de discretizagao Py /bolha. Experimentos numéricos
mostrando a performance desta nova metodologia sao apresentados.



Capitulo 1

Método de Estabilizacao
Difusao Dinamica Para
Problemas de Transporte
Transientes

Considere a equacao genérica de transporte advectivo-difusivo-reativo
transiente cuja solucao u(x,t) satisfaz

%—V-(DVu)—i—v-Vu—i—au = [ em Qx(0,tf); (1.1)
u = g emI x(0,tf); (1.2)
u(x,0) = wug(x) em (1.3)

onde Q C R? é um dominio limitado aberto com uma fronteira poligonal
I' =09, (0,t7) o intervalo aberto de tempo (t; > 0), t € (0,t;) o tempo e
x = (z,y) € Q o vetor posigao. Os coeficientes desta equagao sao:

o v:0x(0,t;) = R? o campo de velocidades;

e D:Qx(0,t;) = R*? ¢ o tensor de difusividade, simétrico e positivo
definido;

o:Qx(0,tr) = R, o coeficiente de reacdo, onde o > 0 para dissipagao,
destruicao ou absorcao e o < 0 para producao;

f:Qx(0,tr) = R, o termo de fonte;

g:T' x(0,t;) = R, a condicao de contorno;



e uy: ) — R, a condicao inicial,

considerados fungoes de (x,t) ou x suaves o suficiente. Assume-se que
1
0—§V-V200 em 2 x (0,ty), (1.4)

onde o > 0 é uma constante com oy > 0 no caso estaciondrio [14].
A formulagao variacional do problema (1.1)-(1.2)-(1.3) é dado por: achar
u(x,t) € V,, para todo t € (0,t;), tal que

(w, %) +a(w,u) = (w, f), YweV, (1.5)

onde
e a(w,u) = (Vw,DVu) + (w,v - Vu) + (w, ou),

com (w,u) = [, wudQ o produto interno usual em L*(£2), o espaco das
funcoes mensuraveis quadrado integraveis em §2;

o V,={ue HY(Q);u|r = g}, o espago das fungoes admissiveis ou testes,

com H'(Q) = {u € L*(Q); 2, g—z e L* ()} e

o V=~HI(Q) ={ue H(Q);ulr =0}, o espago das fungoes pesos.

Para obter o problema discretizado, considera-se uma particao 7, = {€2.}
do dominio ©Q em n, elementos (tridngulos ou quadrilateros), €., e =
1,2,--- ,ny tal que

Mel

Q=Jo e QnQ=0 ij=12- nq i#j
e=1

No modelo discreto, utilizam-se os espacos de aproximacoes de dimensao
finita V,;, C V, e V}, C V, dados por

Vo = {u, € H(Q) tal que u

0. €EP.,VQ. € Theulr=g}te (1.6)

Vi = {un € Hy(Q) tal que ulg, € P,,VQ, € Tp}, (1.7)

com PP, denotando o espago de polinomios de grau < r definidos em €2, e h 0
parametro caracteristico de malha. A forma discreta do modelo (1.5) é dada
por: achar u, € V, 5, Vt € (0,%y), tal que

8uh

(wn, E) + a(wn, up) = (wp, ), Ywy € V. (1.8)



Para o método de elementos finitos de Galerkin, considera-se o mesmo
espaco de aproximacao para as funcoes admissiveis e pesos. Neste caso,

Neq

un(x,) = > Ny () (1), (1.9)

onde n., ¢ o nimero de pontos nodais incégnitas (nimero de equagoes),
Nj(x),7 =1,2,--+ ,ne, sdo as fungoes de interpolagao globais do método de
Galerkin e d;(t) é o valor calculado da solucao aproximada no ponto nodal
j, no tempo t. A funcao peso é definida de forma andloga,

Neq

wp(x) = ZNi(x)wi. (1.10)

Usando uma formulacdo Semidiscreta, substitui-se (1.9) e (1.10) na
equagao (1.8) para obter um sistema de equagoes diferenciais ordindrias, que
pode ser resolvido por um dos métodos trapezoidais generalizados.

O método Difusao Dinamica ¢ proposto para dois cenarios de discretizacgao:
Py /dois-niveis e Py /bolha (ver [1] para maiores detalhes). Neste trabalho,
utiliza-se o cendrio Py /bolha (ver Fig. 1.1). Neste caso, a particdo T, do
dominio €2 é formada por elementos triangulares. Por simplicidade, considere
g = 0 e o seguinte enriquecimento do espaco de aproximagao V},, dado em
(1.7) com r = 1:

Vg =V, & Vg, (1.11)

onde Vp denota o espaco de fungoes bolhas dado por
Vi = {v tal que v|q, € Hy(Q),VQ € Tr}.

Uma funcao bolha ¢ € Vg é, portanto, uma funcao que possui suporte
contido em um tunico elemento €2, € T}, e satisfaz

vp(x) > 0,Vx € Q;

0, Vxe€ oQ;
pp(x) =
1,  no baricentro do triangulo Q..

A fungao bolha utilizada no cendrio P; /bolha é definida por
wr(x) = 2TNT (%) N3 (x) N3 (x),
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e pontos nodais de V),

o ponto nodal de Vg

Figura 1.1: Representagao do cenério Py/bolha

onde Nf(x) representa a fungao de forma local do método de Galerkin
associada ao ponto nodal (macro) j, para j = 1,2,3 do elemento €2..

No contexto dos métodos multiescala, V}, representa o espaco das escalas
resolvidas (espago macro) e Vi representa o espago das escalas nao resolvidas
(espago micro ou submalha) [16]. Em geral, o espago macro V}, é formado
por funcoes continuas em {2 que sao lineares em cada elemento €2, € Tj,. A
equagao (1.11) implica que toda fungao ug € Vi tem a seguinte decomposigao
Unica

Up = Up + UB
com up € V, representando a parte macro da solucao e ugp € Vp
representando a parte micro ou submalha da solugao.
O método de estabilizacdo Difusdo Dinamica para o problema (1.1)-(1.2)-
(1.3) consiste em: dado t € (0,t), achar ugp = up +up € Vg, com uy, €
Vi, up € Vg, tal que up(x,0) = up(x) e

0
(IUE, E) +CL(U}E7 UE) + VwE g(uh>qudQ = (wE7 f)? VU)E S VE7
ot Q
Q. 7S
(1.12)
onde
%g(h)%, se |Vuy| > tolg;
E(un) = (1.13)

0, caso contrario,



com

2v/measQe, se Q. NIy #0, Ty={xel;v-n>0};
o(h) = (1.14)
vmeas§),, caso contrario

denotando o parametro caracteristico submalha e

R(up) = % — V.- (DVu,) +v-Vu,+ou, — f sobre .

O método ¢ resolvido através de um processo iterativo no tempo e no espago,

cuja solugao inicial ug(x) é dada. O processo iterativo no espago é definido
por: dado ul;, achar u! satisfazendo

aui—i-l ) ) )
(wg, a—§)+a(wE,u?1)+Z£(u2)/ﬂ Vwg- Vud'dQ = (wg, f), Ywg € Vg.
Qe e
(1.15)
Note que
Vuwg - VudtdQ = Vuwy, - Vul'ldQ+ | Vwg - Vu'litdQ
QE Qe

Qe

+ / Vuwy, - VuZB“dQ + / Vuwg - VU#ldQ
Qe Qe

Usando a primeira identidade de Green ([13]), tem-se

/ Vuwy, - VudtdQ = —/ Awpudtd + / (Vwy, - n)u'dtdl = 0,
Qe Qe 09

pois Awy, = 0 em cada elemento €, e u'f' = 0 em 9. Analogamente,

tem-se
/ Vwg-VudQ = —/ AwBuffldQ—F/ (Vwp -n)u,™dl = 0. (1.16)
Qe Qe 00
De fato, usando a segunda identidade de Green ([13]),

/ (wpAuitt — it Awg)dQ = / (wpVuitt - n — uM'Vwg - n)dl

Qe IR

e as hipSteses Aui™ = 0 em Q. e wg = 0 em 9., segue-se o resultado em
(1.16). Portanto, para o cenério P;/bolha, o termo de estabilizagdo extra

adicionado a formulagao de Galerkin em cada elemento €2, é dado por

f(u}l)/ VwE-VuZ;ldﬁzf(uﬁl)/ th-VuﬁlquLf(uz)/ Vwg-VudtdQ.
Qe Qe QE
(1.17)



Para acelerar a convergéncia do método, a seguinte estratégia para calcular
¢(ul) pode ser utilizada [17]:

E(up) = ¢ s(h);

™ = wit 4+ (1 —w)é, com w € [0, 1] escolhido adequadamentb;18)
|R(uj,)|
| 1 |Vu}l| , se | Vup| > tolg;
~+1
G

0, caso contrario.

A equagao (1.15) pode ser particionada em duas outras, uma associada as
escalas resolvidas:
i+1
Oouy,
ot

ou'!
ot
a(wh,ugl) = (wp, f),Ywy, € Vg (1.19)

) +

(wp, )+ alwp, uf™)  + Z&(uz) Vwy, - VulttdQ + (wp,

e a outra associada as escalas submalhas:

au’i+l ) au2+1
a’; ) + CL('LUB, u;j_l) + (wBa

+Z§ /VwB VuiildQ +

(wB,ugl) = (wB,f), Vwpg € Vg, (1.20)

(wB7

Diferente do caso estaciondrio, as equagoes (1.19) e (1.20) resultam em um
sistema local de equacoes diferenciais ordinarias fortemente acoplado da
forma

|:Mhh MhB:||:(.jh:|_{_|:Khh KhB:||:Uh:|:|:Fh:| (1.21)
Mpn Mpp Ug Kpn Kpgp Up Fp |’ '

onde

e U, e Up sao vetores que representam as solugoes uy, € ug nos pontos
nodais macro e micro, respectivamente, de cada elemento €2;

° Uh e U B a0 vetores que representam as variacoes temporais dgth e 8gf

das solugoes uy, € upg nos pontos nodais macro e micro, respectivamente,
de cada elemento €);

o My, Mpg, Mp, e Mpp sao matrizes locais de massa associadas
aos termos (w ﬁ) ( du ) oui” duy”
hs 7ot )» Why =3 ) (w37 8t) € (wBa It )7
respectivamente;



e K, € a matriz local de rigidez associadas ao termo

alwp, ui™) + Zf ul) th - Vuttde;

Kpp e Kpgj, sao matrizes locais de rigidez associadas aos termos

a(wp, vy e alwp,ult),

respectivamente;

e Kpp ¢é a matriz local de rigidez associadas ao termo

a(wp, u'g") + Zf ul) VwB - V'l dQ;

F, e Fp sao vetores associados aos termos (wp,f) e (wg,f),
respectivamente, em cada elemento €2;

Devido ao acoplamento do sistema (1.21), utilizando o processo de
condensacao estatica para eliminar a varidavel Ug, em cada elemento €2,
obtém-se uma equacao associada a macro escala em funcao da variavel Ug:

MU, + KU, + NUg = F, (1.22)
onde
= My, — KhB(KBB)_lMBh;
Knn — Knpg(Kpp)  Kpn;

= Myp— KhB(KBB>71MBB§
= F,— Knp(Kgp) ' Fa.

oy =) ) )

O valor de Up ¢ obtido pela expressao

Up = (Kpp) ™" |Fp — KpnUn — MypUy — MppUs
Uma forma de evitar o aparecimento de U em (1.22) é assumir que as escalas
submalhas sao quase estdticas [5, 4, 15, 19], isto é,

Ou

5~ 0. (1.23)



Neste caso, as matrizes Myp e Mpp e o vetor Ug em (1.21) se anulam e o
procedimento de condensagao estdtica resulta no seguinte sistema local de
equacoes diferenciais ordinarias:

MU, + KU, = F. (1.24)

A validade da hipdtese (1.23) é discutida em [5]. Esta hipdtese ¢é utilizada
para simplificar as equagoes (1.19) e (1.20), que sdo fortemente acopladas.
O seu uso requer um esquema bastante preciso de integracao no tempo, de
forma que a variacao temporal da solucao seja bem representada pela solucao
associada a macro escala [19]. Trabalhos recentes considerando escalas
submalhas transientes para a Equacao de Navier-Stokes incompressivel sao
apresentados em [6, 9].

O sistema global . R R

MU, + KU, =F (1.25)

associado a (1.24) é resolvido via um algoritmo preditor-multicorretor,
descrito da seguinte forma: sejam n o contador de passos no tempo,
At o passo no tempo, U, e U, as aproximacoes para Uh(tn) e Un(ty),
respectivamente. Dados U, e U,, o algoritmo pode ser resumido nos
seguintes passos:

Fase de Predicao:

1=0;

U = U, +aAtU,;
(0

U£z4)-1 =0;

Fase de Corregao:
=141,
Calcule R = F — (ﬁUi;ll + IA{U;;ll);
Resolva M*AU = R;
Atualize U;H = Ui;ll + aAU:;
Atualize U’ = Ul Y + aAtAU,

n

onde

e M* = M+ aK é uma matriz esparsa cuja ordem ¢é o nimero de pontos
nodais (macro) incégnitas;



eR=F-— [M\U + IA(U] ¢ o vetor de residuos em funcao dos valores
iniciais da multicorrecao dos valores nodais de U e U;

e AU ¢ a correcao dos valores de U para a proxima iteracao;

e o ¢é um parametro que estabelece o controle da estabilidade e precisao
na integracao no tempo. Neste trabalho, utiliza-se a = 0.5 por conduzir
a um método de segunda ordem e incondicionalmente estavel.

O critério de parada do processo nao linear (no espago) é dado por

1 < maxiter ou max }uz.- — uzf-l‘ < tolpp (1.26)
. hsj hsj )
.]_1)'“7”03
onde maxiter é o niimero maximo de iteracoes no espaco, n,s € o nimero de

pontos nodais (macro) de Ty, e tolpp é uma tolerancia, definida por tolpp =
1072,



Capitulo 2

Experimentos Numeéricos

Nesta secao sao apresentados alguns experimentos numéricos para avaliar
a performance da metodologia apresentada neste relatério. Em todos os
experimentos, sdo utilizados tole = 107! em (1.13) e w = 0.5 em (1.18).

2.1 Exemplo 01 - Adveccao em um campo de
escoamento rotacional com solucao suave

Este problema simula o transporte, em um problema de adveccao-difusao,
de uma funcao seno em um campo de velocidades rotativo. Os dados do
problema sao:

D = el com e = 107%, onde I é o tensor identidade,

f=0=0 Q=(-0505) % (—0.5,0.5)

e o campo de velocidades é dado por
v =(—y,x).
As condigoes de contorno sao homogéneas, isto é,
u(z,y) =0, VY(x,y)el.
Na fronteira interna {(0,y);y € [—0.5,0]} é prescrita a fungao
u(0,y) = —sen(2my).

As solugbes aproximadas obtidas com os métodos SUPG/CAU e DD sao
apresentadas na Fig. (2.1), utilizando uma malha 40 x 40, ty = 10 e At =
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0.5. Devido a dominancia dos efeitos advectivos, a condicao de contorno
imposta na fronteira interna deve ser propagada ao longo do dominio sem
perda em sua amplitude, isto é, os efeitos difusivos sobre o transporte sao
minimos. Observa-se que as solucoes obtidas pelos dois métodos introduzem
uma difusao efetiva que provoca uma dissipagao nao fisica.

0 0 =y ' 0 - ; b
X X

(a) método SUPG/CAU (b) método DD

Figura 2.1: Exemplo 01 - Transporte rotativo: solucoes aproximadas CAU e
DD usando uma malha 40 x 40.

2.2 Exemplo 02 - Problema de Advecgao-
Difusao-Reacao

Neste exemplo é considerado um problema de advecgao-difusao-reacao, cuja
solucao exata e respectivas curvas de nivel sao apresentadas na Fig. 2.2. Os
coeficientes de difusdo e reacao da equacao sio D = el com € = 107% e 0 = 2,
respectivamente. O campo de velocidades é definido por

v = (Ug,vy),

onde

v, = —(2y—1) [7“3 —(z - $0)2 —(y— ?JO)Q] ;
v, = (2z—1) [7”(2) — (v — xo)Z —(y— y0)2] )

para
0< (@ —w0)° = (y—90)* <73

11



v = (0,0),

caso contrario. O termo de forca e as condigoes de contorno de Dirichlet sao
escolhidas de forma que

u(e,y) = 5 + —arctg [a(r3 — (z — 20)? ~ (y — 90)*)]

com xg = yg = 0.5, 19 = 0.25 e a = 1000, é a solucao exata do problema
(Fig. 2.2).

A solucao aproximada juntamente com suas curvas de nivel, usando o método
DD sao apresentadas na Fig. 2.2. Foi utilizada uma malha 40 x 40, t; =
10 e At = 0.5. A solucao obtida pelo método DD representa a regiao de
alto gradiente sem oscilagoes, porém com um comportamento relativamente
difusivo, como pode ser melhor observado comparando suas curvas de nivel
com as da solugao exata.

12



ll

(a) Solugao exata (b) Curvas de nivel da solugdo exata

(¢) método DD (d) Curvas de nivel da solu¢ao do método DD

Figura 2.2: Exemplo 02 - solugoes exatas e pelo método DD, usando uma
malha 40 x 40.
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