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Resumo

As equagoes de Euler compressiveis formam um sistema acoplado de equacoes
diferenciais parciais nao lineares de primeira ordem, proveniente das leis de
conserva¢ao da massa, momentum e energia. Essas equagoes descrevem o
escoamento de fluidos na natureza, considerados nao viscosos. Na engenharia
de petréleo, as equacoes de Euler podem ser utilizadas na simulacao de
explosoes acidentais em plataformas offshore (Cant et al. (2004), citado por
Souza (2008)) e na engenharia aeroespacial essas equagoes sao utilizadas
no projeto de aeronaves e afins (Lohner (2001) e Donea and Huerta (2003),
citados por Souza (2008)).

O estudo das equagoes de Euler no contexto do método de
elementos finitos é desenvolvido desde os anos oitenta (Aliabadi et al.,
1993; Almeida and Galeao, 1996; Beau and Tezduyar, 1991;
Catabriga and Coutinho, 2002; Catabriga et al., 2005; Shakib, 1988;
Tezduyar and Hughes, 1982, 1983; Tezduyar and Senga, 2006, 2007;
Tezduyar et al., 2006). E conhecido, que o método de elementos finitos
de Galerkin classico nao é adequado para resolver equacoes diferenciais
com comportamento hiperbdlico, como é o caso das equacoes de Euler.
Para contornar as dificuldades numéricas desse método, desenvolveu-se os
chamados métodos estabilizados ou métodos de Petrov-Galerkin. Estes
métodos consistem em adicionar um termo a formulacao de Galerkin,
baseado no residuo da equacao e ponderado com um parametro de
estabilizagao, gerando uma nova formulagao variacional consistente e com
maior estabilidade. Esta nova classe de métodos, surgiu no inicio dos
anos oitenta com o método SUPG (Streamline Upwind Petrov Galerkin)
(Brooks and Hughes, 1982) para problemas predominantemente convectivos.
Os métodos estabilizados possuem uma sélida validacdo matematica e
numérica, mas o seu uso pratico depende da escolha adequada de um
coeficiente, comumente chamado de parametro de estabilizacao. Além
disso, estes métodos nao impedem as oscilagoes nas regides de altos
gradientes. Pode-se evitar ou reduzir estas oscilagoes através dos métodos
de captura de descontinuidades, como o CAU (Consistent Approzimate
Upwind) (Almeida and Galeao, 1996; Galeao and Carmo, 1988) e o YZj
(Rispoli et al., 2007; Tezduyar and Senga, 2007).

Uma outra classe de métodos estabilizados sao os métodos multiescalas.
Em geral, esses métodos consistem em decompor o problema em dois
subproblemas: um associado a discretizacao utilizada (macro escala - escala
resolvida) e o outro relacionado as escalas menores, submalhas (micro



escala - escala nao resolvida). Os efeitos nao locais da micro escala sdo
incorporados na macro escala resultando em um problema enriquecido
para as escalas resolvidas, que ¢é entao solucionado numericamente
(Santos, 2007). Exemplos desses métodos sao: RFB (Residual-Free
Bubbles) (Brezzi and Russo, 1994; Brezzi et al., 1997), VMS (Variational
Multiscale) (Hughes, 1995; Hughes et al., 2004), MFEM (Multiscale Finite
Element Method) (Hou and Wu, 1997; Tang et al., 2006) e SGS (Subgrid
Stabilization) (Guermond, 2001, 1999; Guermond et al., 2006; Heitmann,
2003; Kaya and Layton, 2003; Layton, 2002). Em (Santos, 2007;
Santos and Almeida, 2007a) é desenvolvido um método multiescala nao linear
(NSGS - Nonlinear Subgrid Stabilization) para problemas de transporte
predominantemente convectivos, onde um operador dissipativo nao linear
e nao parametrizado agindo isotropicamente somente na micro escala é
adicionado a formulagao de Galerkin. Como extensao deste método, é
apresentado o método de estabilizagdo submalha Difusdo Dinamica (DD),
introduzido por Arruda et al. (2010) para a equacao de convecgao-difusao-
reacao que adiciona a formulagao de Galerkin um operador nao linear,
agindo em todas as escalas da discretizacao. FEm geral, os resultados
numeéricos obtidos pelo método DD sao melhores do que aqueles obtidos pelo
método NSGS. Em ambos métodos multiescala nao lineares, a quantidade
de difusao artificial é determinada pela solucao na escala resolvida a nivel do
elemento, sendo portanto um método auto-adaptativo e livre de parametros
de estabilizacao.

Neste relatério técnico, o método de estabilizacao submalha Difusao
Dinamica ¢é estendido para as equagoes de FEuler em variaveis conservativas,
considerando que as escalas submalhas sejam transientes. O algoritmo
preditor multicorretor de segunda ordem descrito em Hughes and Tezduyar
(1984) é utilizado para a integracdo no tempo e os sistemas lineares
resultantes em cada correcao sao resolvidos pelo método iterativo GMRES
Saad and Schultz (1986). Sao considerados um conjunto de experimentos
classicos tais como, choque normal, choque obliquo e choque refletido
para aferir a acuidade da solucao aproximada encontrada. Experimentos
numéricos sao realizados e comparados com a formulacao estabilizada
SUPG/CAU (Streamline Upwind Petrov Galerkin/ Consistent Approzimate
Upwind)Almeida and Galeao (1996); Catabriga and Coutinho (2002).



Capitulo 1

Modelo Matematico e
Formulacao Numérica
Estabilizada

O sistema de Equagoes de Euler, usando varidaveis conservativas definidas por
U = (p, pvs, puy, pe), é dado por

oU OF, OF,
ot t - 0, sobre Q x [0,77, (1.1)

onde p é a massa especifica, v = (v,,v,) é o campo de velocidades, e ¢é a
energia total por unidade de massa, F, e F, sao os fluxos de Euler, Q2 ¢ um
dominio convexo poligonal de R? com fronteira I', e 7" é um ntimero real
positivo. As coordenadas espaciais e temporal sio dadas por x = (z,y) € Q
et €[0,T], onde Q é o fecho de Q. A Eq. (1.1) pode ser reescrita como

ou 8U+A ou

E + Axa—x ya_y = 0, sobre ) x [O,T], (12)

onde
OF,, B oF,

ou © T au
Um conjunto de condigoes de contorno e iniciais devem ser definidas de
forma apropriada para a Eq. (1.2), completando a descri¢ao do modelo.
Seja T, uma triangulagdo do dominio 2 em nel elementos .. A
formulacdo SUPG/CAU para o sistema de equagoes de Euler em varidveis

A, =




conservativas consiste em achar U" € U" tal que

auh ouh
h h h
/W +Az o A, )as
nel
LOW! Gy QU 0u L ou
+Z/ 5 A)(at + AL +Ayay>d§2

ol awh ouh  gW" guh -
+Z/ 5 oy 'ay>d9_0’ YW e Wt (1.3)
onde U" é o espaco das funcoes testes e W" é o espaco das funcoes admissiveis,
do método de Galerkin, formados por funcoes continuas e lineares por partes
em (). Os parametros de estabilizacao adotados, 7 do método SUPG e ¢ do
operador de captura de descontinuidades CAU, podem ser encontrados em
Catabriga and Coutinho (2002).

Para defini¢cao do método de estabilizacao Difusao Dinamica, considere o
seguinte enriquecimento dos espacos de aproximacao U" e W", dado por

Ut = ureu®;
wE = wWhow?h,

onde UP e WP sdo, respectivamente, os espacos de funcoes testes e
admissiveis, formados por fungdes bolhas Santos (2007) — ver Fig. 1.1. As
funcoes enriquecidas U¥ € UF e W € WP sdao decompostas unicamente da,
seguinte forma

U? = U"+U®P, onde U"ecu"eUP cU?; (1.6)
WE = W'+ WE onde W'eW'e WE e W5, (1.7)

No contexto dos métodos multiescala, U" e W" representam os espacos
das escalas resolvidas (espagos macro), enquanto que UP e WP representam
os espagos das escalas nao resolvidas (espagos micro ou submalha) Santos
(2007). Em geral, os espagos U" e W" sao formados por fungoes continuas
em ) e polinomiais em cada elemento 2, € T,. O método de estabilizacao
submalha Difusdo Dinamica para a Eq. (1.2) consiste em achar U¥ € YF
tal que

ou”r ou”r
E Ah Ah
/w —+ o A

nel
OWE 9gUE  gW¥F oguU¥ 5
+Z/ gh( 5 as 5 o )dQ_o YW € WH].8)

)a
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onde

IR 51 .
M(h)w, se ||VU ||g51 < tOlg;

& =& (U") = (1.9)

0, caso contrario,

sendo u(h) = V2A¢ o parametro caracteristico submalha, com A° a érea do
elemento (2, tole = 10710 neste trabalho, R(U") é o residuo da equagio no
interior de 2., denotado por

ou* ouh

ouh
A" AT —
ot ey T

R(UM) =

ox oU" 9y ou”

0roU' _oyou'| (09Ut 0y out
o0& Ox o0& Oy on Ox on Oy

)
A—1
AO

VU550 = |

~ ‘
Ay

onde Ay é 0 tensor métrico riemanniano Shakib (1988) e

||V||Zgl = VTKEIV-

epontos nodais de U" e W"

o ponto nodal de U® e W5

Figura 1.1: Representacao dos espacos UF e W¥E.
A fungao bolha escalar utilizada em cada elemento 2. é definida por
be(xay) :27N1(x,y)N2(a:,y)N3(x,y), (110)

onde N;(z,y) representa a fungao de forma local do método de Galerkin
associada ao ponto nodal ¢ = 1,2, 3. Para acelerar a convergéncia do processo
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iterativo, o célculo de (1.9) no passo de tempo n+ 1 é determinado conforme
em Santos and Almeida (2007Db), isto é,

n 1 n
h+1 2( +1+£h>

A Eq. (1.8) pode ser particionada em duas outras equagoes, uma
associada as escalas resolvidas:

ous oub

ou” ouh ous
Wh. Al Al dQ / Wh. Al Al d
/ +fax+ vy )T (at+f6+yay)
nel
8Wh our  gwh ou”h
: : Q=0 VYW" h 1.11
Z/& o+ @) , eW (1.11)
e a outra associada as escalas submalhas:
ouh ouh oub
W5 + AP L AP dQ / W5 dQ
/ 2o ay ), ot

nel
8WB ouB  owB guU”B
+z/@ | |

Q= B £12
5 oy ay)d 0, vW? e wfi2)

Em (1.11) e (1.12), os termos

/ gh(@W" ous ogwh 6UB>dQ . / 5h((‘?VVB our owW?h 8Uh>dQ

Gx.8x+8y.8y ox 8$+8y'0y

provenientes da formulagao Difusao Dinamica e o termo convectivo associada
a micro escala

/WB~ (Ahc?U Ah@UB

Q * Ox Y 0y

foram omitidos, por serem nulos. As equagoes (1.11) e (1.12) sao fortemente
acopladas, dificultando o processo de condensacao estatica para eliminar
a varidvel UP Werner (2011); Yang and Samper (2009). Uma forma de
simplificar a equacdo submalha, Eq. (1.12), é assumir a hipdtese de
escalas submalhas quase-estdaticas Codina and Blasco (2002); Juanes (2003);
Yang and Samper (2009), isto é,

)dQ (1.13)

oub

5 <0 (1.14)

Essa abordagem foi utilizada por Werner Werner (2011) no método
Difusao Dinamica aplicado a problemas de escoamento miscivel em meios
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porosos. Trabalhos recentes considerando escalas submalhas transientes
(ou dinamicas) sao apresentados em Codina et al. (2007); Gamnitzer et al.
(2010); Nassehi and M.Parvazinia (2009). Nos testes preliminares realizados
considerando a hipétese (1.14) para as equagoes de Euler, o método
Difusao Dinamica nao apresentou resultados satisfatérios. Neste trabalho, é
apresentado um esquema numérico para resolver (1.11)-(1.12) considerando
que as escalas submalhas sejam transientes.

As equagbes (1.11) e (1.12) resultam em um sistema local de equagoes
diferenciais ordinarias fortemente acoplado da forma

My, Mg Uh n Ky Kip Un | _ | On (1.15)
Mpn Mpp Ug Kpn Kpp Up Op |’ '
onde

e U, e Ug sao os vetores que representam as solucoes U, e Upg nos
pontos nodais macro e micro, respectivamente, de cada elemento (2..
Analogamente, U, e Ug sao vetores que representam % e ag—tB nos

pontos nodais macro e micro, respectivamente, de cada elemento €2,;

o Myn, Myg, Mp, e Mpgp sao matrizes locais de massa associadas,
respectivamente, aos termos

h B h B
/Wh aldQ /Wh aldQ /WB 81dQ e /WB-agt d;
Qe

e K, € a matriz local de rigidez associada ao termo

/Q Wh. (AhaU +AhaUh)dQ+/ &(avzh aUh+6Wh~8Uh)dQ

Y Ox 0 ox dy Oy

e K, p e Kpj, sao matrizes locais de rigidez associadas aos termos

ouB ouBb ou” ou”
W (A Al dQ / WE. (Al Al s,
/Qe (ffa+yay) © )y <x0+yay)

respectivamente;

e Kpp ¢ a matriz local de rigidez associada ao termo

OW?PB (9UB OWE ogub
| a5

Ox ox * dy Oy >dQ'



O sistema (1.15) resulta em duas equagoes:

M, U + MyugUg + KUy + KygUg = 04 (1.16)

Mgi Uy, + MpgUg + Ky Uy, + KggUp = 05. (1.17)

Considerando uma aproximacao por diferencas finitas de primeira ordem
para a derivada temporal na escala submalha, no passo de tempo n + 1,

Uy - Up
At ’

UB e

(1.18)

onde At > 0 é o passo no tempo e substituindo este resultado na Eq. (1.17),
associada a micro escala, obtemos

U = (Mpp + AtKpp) ™" [MBBU;; ~ Al (MBhUZ“ + KBhUZ“) ] ,
(1.19)
onde (Mpp + AtKpp) é uma matriz local 4 x 4 inversivel (ver Lema 1.0.1).

Lema 1.0.1. A matriz local (Mpp + AtKgp) € inversivel.

Demonstracao. De fato,

onde I, é a matriz identidade de ordem 4 e

3
o [Z(JS? +47) — (2122 + 1203 + Tow3 + Y1y + Y1ys + yzys)] >0, se,>0;
i=1

0, se &, =0,

sendo z; e y;, ¢« = 1,2,3 as coordenadas espaciais dos pontos nodais do
elemento €2,. Portanto,

81A°
280

e (Mpp + AtKpp) ¢é inversivel. [ ]

det (Mpp + AtKpp) = ( + Atﬁ>4 £0

Usando (1.18) e (1.19) em (1.16), obtemos o sistema

MUM! 4 KUM= NUp, (1.20)



onde

M = [Mhh — (Myg + AtKpp)(Mpp + AtKBB)ilMBh} ;

j% = |:Khh_ (MhB+AtKhB)(MBB+AtKBB)_1KBhi|;

~ 1

N -5 [MhB — (Mpp + AtKnp)(Mps + AtKBB)*lMBB} .

Através da Equagio (1.20) obtemos U+ e UM, O vetor Ui ¢ atualizado
usando (1.19). O problema global associado é resolvido usando o algoritmo
preditor multicorretor, apresentado em Hughes and Tezduyar (1984). Os
sistemas lineares sao resolvidos utilizando o método GMRES com um pré-
condicionador bloco diagonal nodal Catabriga and Coutinho (2002).

Nesta secao sao apresentados os experimentos numéricos considerando
trés exemplos padrao de escoamentos regidos pela equagao de Euler: Choque
Normal Unidimensional, Choque Obliquo Bidimensional e Choque Refletido
Bidimensional. Os resultados sao comparados com as respectivas solucoes
analiticas e com as solugbes obtidas pela formula¢gdio SUPG/CAU. Em todos
os exemplos sao considerados gases compressiveis com expoente adiabético
(v = 14 e ¢, = 716.5). No algoritmo de avango no tempo o numero de
multicorrecoes foi fixado em 3, o nimero de vetores para o restart do método
GMRES adotado ¢é igual a 5 e a tolerancia fixada em 1071,

1.0.1 Choque Normal Unidimensional

Este problema consiste de um escoamento através de duas regioes separadas
por um choque normal. A velocidade inicial do escoamento apresenta uma
descontinuidade, que é propagada para o dominio temporal. Considera-se
uma malha com 39 x 2 células, sendo 2 elementos triangulares em cada célula,
distribuidos no dominio retangular € =]0,39[x] — 0.5,0.5] conforme a Fig.
(1.2). O choque ocorre em z = 20 e as condigoes iniciais, em um sistema de
unidades compativel, sao dadas por

M = 2.0; M = 0.57735;

p = 1.0; p = 2.66667;
x < 20 v, = 1.0; x> 20 v, = 0.37500;

vy, = 0.0; vy, = 0.0;

p = 0.17857, p = 0.80357,

onde M é o nimero de Mach e p é a pressao.
A Fig. 1.3(a) mostra os perfis de densidade da solucdo exata e das
solugbes numéricas obtidas pelos métodos Difusao Dinamica e SUPG/CAU.
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=0

x=0 x=39

Figura 1.2: Formato da Malha — Choque Normal Unidimensional.

Considerando At = 1072 nas duas formulacoes, observa-se que a solucao
obtida via Difusao Dinamica estd mais proxima da solucao exata do que
a obtida pela formulagao SUPG/CAU. As Figs. 1.3(b) e 1.3(c) mostram,
respectivamente, o comportamento dos residuos das formulagoes analisadas.
Ambos decaem a medida que o tempo avanca, porém, a magnitude do residuo
do método SUPG/CAU é maior do que a do método Difusao Dinamica.

A Tabela 1.1 apresenta o desempenho computacional das implementacoes
realizadas. O método Difusao Dinamica realizou 1174 iteracoes GMRES a
menos do que o método SUPG/CAU. Entretanto, na montagem das matrizes,
onde se encontra o maior esforco computacional, o tempo obtido pelo método
Difusao Dinamica é um pouco mais elevado.

Tabela 1.1: Desempenho Computacional — Choque Normal Unidimensional.

Meétodo Iterayres Tempocpy ()

Montagem das Matrizes | Solugao GMRES | Total
SUPG/CAU 2199 23.996 0.986 26.821
Difusao Dinamica 1025 28.066 0.669 30.569

1.0.2 Choque Obliquo Bidimensional

Este problema consiste em um escoamento bidimensional supersonico —
nimero de Mach M = 2 — de um fluido inviscido sobre uma cunha, fazendo
um angulo de —10° em relacao a malha, conforme mostrado na Fig. 1.4.
Pode-se determinar analiticamente a formacao de um choque obliquo a 29.3°
com a parede. O dominio 2 =|0, 1[x]0, 1[ considerado é discretizado em
20 x 20 células com dois elementos triangulares em cada célula. Considerando
um sistema de unidades compativel, as condig¢oes de contorno prescritas na
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Figura 1.3: Perfis e Residuos de Densidade das formulagdes numéricas —
Choque Normal Unidimensional



entrada e no topo de €2 sao dadas por

M = 2.0;

p = 1.0;

v, = cos10°%;
v, = —sinl0%
p = 0.17857.

Além disso, a velocidade v, é nula na parede inferior, nao sendo imposta

y

\s

- = M=164

/,,/”/\/2/9.30

Figura 1.4: Esquema do Problema - Choque Bidimensional Obliquo.

nenhuma condigao na saida. As condicOes iniciais s@o consideradas como de
escoamento livre. A solucao exata na saida abaixo do choque é dada por

M = 1.64052;
p = 1.45843;
v, = 0.88731;
v, = 0;

p = 0.30475.

A Fig. 1.5 apresenta as isocurvas da densidade para as formulagoes
SUPG/CAU e Difusdo Dinamica, usando uma malha 20 x 20. Observa-
se que o método Difusao Dinamica apresenta uma solugao menos difusiva na
regiao do choque. A Fig. 1.6 mostra os perfis de densidade no ponto x = 0.9
para ambas formulagdes, considerando trés malhas (10 x 10, 16 x 16 e 20 x 20)
com respectivos passos de tempo. As solugoes obtidas com o método Difusao
Dinamica representam melhor o choque do que aquelas obtidas pelo método
SUPG/CAU, que possui um comportamento mais difusivo.
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A dependéncia do método Difusao Dinamica em relagao ao parametro At
¢ mostrada na Fig. 1.7, usando uma malha 20 x 20. Note que a solucao
aproximada oscila na regiao do choque quando At = 1072, Para At =
1073 ou At = 107*, o comportamento da solucdo é praticamente o mesmo,
apresentando apenas uma pequena oscilacdo na parte inferior do choque. A
melhor solucao é obtida quando At = 107°.

Densidade
E/me 92675591
1.4

Densidade
tasmzaaomy

: 1.4
57.3
*;'\ 2
_;'\ il

1
0.947550773621

(a) Difusdo Dinamica (b) SUPG/CAU
Figura 1.5: Isocurvas de Densidade — malha 20 x 20 — Choque Obliquo
Bidimensional.

A Fig. 1.8 mostra que o residuo das duas metodologias avaliadas decaem
com o tempo. Mais uma vez, a magnitude do residuo do método SUPG/CAU
¢ maior do que a do método Difusao Dinamica.

O tempo de processamento e o numero de iteragoes dos métodos
analisados sao mostrados na Tabela 1.2. Na resolucao dos sistemas lineares,
o método Difusao Dinamica executou menos de um terco do numero
de iteragoes GMRES obtido pelo método SUPG/CAU. No entanto, o
maior esfor¢o computacional do método Difusao Dinamica encontra-se na
estrutura utilizada para montagem das matrizes, tornando o tempo total
de processamento deste método maior em relacao ao tempo obtido pelo

SUPG/CAU.

Tabela 1.2: Desempenho Computacional — malha 20 x 20 — Choque Obliquo
Bidimensional.

M¢étodo Iterayres Tempocpy ()

Montagem das Matrizes | Solucao GMRES | Total
SUPG/CAU 30389 1161.509 64.252 1268.125
Difusao Dinamica 9006 1383.513 29.948 1456.456

11




Galerkin + SUPG + CAU —+— j j
Difusao Dinamica
Exata -~
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(a) Malha 10 x 10 e At = 1072

Galerkin + SUPG + CAU —+— ' ! !
Difusao Dinamica
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09 | 1
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(b) Malha 16 x 16 e At = 103

Galerkin + SUPG + CAU —+—
Difusao Dinamica
Exata --------

09 | 1

0.8 L L L L
0 0. 0.4 0.6 0.8 1

(¢) Malha 20 x 20 e At = 103

Figura 1.6: Perfis de Densidade — Choque Obliquo Bidimensional
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15| At=10°
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Figura 1.7: Perfis de Densidade — Método Difusao Dinamica — malha 20 x 20
— Choque Obliquo Bidimensional.

1.0.3 Choque Refletido Bidimensional

Este problema consiste de trés regioes de escoamento separadas por um
choque obliquo e sua reflexao ao longo de uma parede, conforme Fig. 1.9.
O dominio © =]0,4.1[x]0,1[ é particionado em 60 x 20 células com 2
elementos triangulares em cada célula. Condicoes de contorno de Dirichlet
sao prescritas no contorno de entrada e no topo de 2. Nao sao impostas
condigoes de contorno na fronteira a direita do dominio. Na fronteira inferior,
a componente horizontal do campo de velocidades é prescrita com valor nulo,
ou seja, v, = 0. As condigOes iniciais sao de escoamento livre. Considerando
um sistema de unidades compativel, os dados na entrada do dominio (parede
a esquerda - regiao 1) sado

M = 2.9;

p = 1.0;
Regiao 1: v, = 2.9;

v, = 0.0;

p = 0.714286.

Considerando que a incidéncia do choque faz um angulo de 29°, a solugao
exata nas regioes 2 e 3 sao dadas por

M = 2.3781; M = 1.94235;

p = 1T p = 2.68728;
Regiao 2: v, = 2.61934; e Regiao 3: v, = 2.40140;

v, = 0.50632; v, = 0.0

p = 1.52819 p = 2.93407.
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Figura 1.9: Esquema do Problema - Choque Refletido Bidimensional.
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A Fig. 1.10 apresenta as isocurvas de densidade, considerando uma malha
60 x 20. Observa-se que a solucao obtida pelo método Difusao Dinamica é
mais precisa do que aquela obtida pelo método SUPG/CAU. A Fig. 1.11(a)
exibe os perfis de densidade para as duas formulacoes avaliadas, usando uma
malha 60 x 20 e At = 1073. Podemos observar que as solucoes obtidas pelo
método Difusdo Dinamica representam melhor os choques. A Fig.1.11(b)
mostra a dependéncia do método Difusao Dinamica em relagao ao tamanho
do passo de tempo At. Quando At = 1072, pequenas oscilacoes aparecem
nas regioes dos choques. Solucoes melhores sao obtidas quando At = 1073
ou At = 1074,

Densidade Densidade
=E : 0‘19‘42175.'9774 i::.:';:" = !‘.;421753]774
(a) Difusdo Dindmica (b) SUPG/CAU
Figura 1.10: Isocurvas de Densidade — malha 60 x 20 — Choque Refletido
Bidimensional.
O comportamento dos residuos é mostrado na Figura 1.12. Podemos
observar que eles decaem com o tempo, diferenciando somente na magnitude
dos mesmos. A Tabela 1.3 mostra que o método SUPG/CAU executou quase
quatro vezes mais iteragoes GMRES, nas solugoes dos sistemas lineares,
do que o método Difusao Dinamica. Mas devido o custo computacional
necessario na montagem das matrizes, o método Difusao Dinamica obteve
maior tempo computacional total.
Tabela 1.3: Desempenho Computacional — malha 60 x 20 — Choque Refletido
Bidimensional.
Meétodo IterayrEes Tempocpy (S)
Montagem das Matrizes | Solugago GMRES | Total
SUPG/CAU 34869 3852.336 223.332 4173.264
Difusao Dinamica 9006 4408.701 91.422 4593.458
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Figura 1.11: Perfis de Densidade — Choque Refletido Bidimensional
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Refletido Bidimensional.
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1.1 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou uma implementacao do método de elementos finitos
para resolver o sistema de equacoes de Euler compressiveis utilizando a
formulacao estabilizada submalha Difusao Dinamica, considerando que as
escalas submalhas sejam transientes. Para a integragao no tempo foi utilizado
um método preditor multicorretor de segunda ordem e os sistemas lineares
resultantes em cada corregao foram resolvidos pelo método iterativo GMRES,
com um pré-condicionador bloco diagonal nodal.

Um conjunto de experimentos, incluindo choques normal, obliquo e
reflexivo, foi considerado e as solucgoes obtidas pelo método Difusao Dinamica
com escalas submalhas transientes foram comparadas com a solugao exata e a
solugao obtida pela formulagao estabilizada SUPG/CAU. O método Difusao
Dinamica obteve resultados mais precisos e com menor nimero de iteracoes
GMRES, comparado com o SUPG/CAU. No entanto, para os trés problemas
testados, o tempo total de processamento obtido pelo método SUPG/CAU foi
menor, devido ao esfor¢co computacional utilizado na montagem das matrizes
do método Difusao Dinamica. Foi observado também um comportamento
condicionalmente estavel do método Difusao Dinamica para os choques
obliquo e reflexivo.
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